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= Fysiker (Aarhus Universitet 2011)

= Faglig ansvarlig i tryklaboratoriet, sektion for kalibrering, Teknologisk
Institut i Arhus

= Begraenset praktisk erfaring med flowmaling

= Arbejder pa tveers af kalibreringslaboratorierne

= Indenfor maleteknologi, herunder usikkerhedsberegning, dataopsamling,
dataanalyse og kalibreringssoftware

= Deltagelse i forskellige F&U projekter indenfor metrologi i samarbejde
med andre europaeiske institutter

= Fx Metrologi ifm. sensornetvaerk
= Herudover deltagelse i nationale projekter indenfor energi og klima
= Fx projekter indenfor energilagring



Indhold
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Hvad er usikkerhedsberegning?

Monte Carlo-metode vs. "traditionel” usikkerhedsberegning
= Hvad er fordelene ved MCM, hvordan og hvor kan den anvendes?

= Traditionel usikkerhedsberegning: Evaluation of measurement data — Guide to the
expression of uncertainty in measurement (herefter GUM)

Hvad er en Monte Carlo-metode?
= Tllustrativt eksempel pd implementering af en Monte Carlo-metode
= Hvordan anvendes Monte Carlo-metoden til usikkerhedsberegning?
= Hvad giver Monte Carlo-metoden af information, og hvor ngjagtig er den?
= Hvorfor er “traditionelle” metoder ikke altid tilstraekkelige?

Monte Carlo-metoden anvendt i den virkelige verden
1. Validering af usikkerhedsbudget for afvejning af 30 kg vand i en 100 kg vejetank
2. Beregning af den samlede usikkerhed pa en temperaturmaling (dynamisk MCM)
3. Dynamisk flowmaling — mikroflow setup (1 mL/h — 6 L/h)
= Beregning af usikkerhed pa regressions-parametre



Hvad er en Monte Carlo-metode?

= Anvendelig nér:

Der ikke eksisterer en analytisk
lgsning

En traditionel numerisk
lgsningsmetode er utilstraekkelig
eller vanskelig at implementere

Usikkerhedsberegninger skal
valideres

= Fremgangsmadde:

1.

Opstil en model der beskriver den
stagrrelse du vil beregne, og
definer de relevante input-
variable.

Udtag repraesentative stikpragver
fra de stokastiske variable

Disse stikprgver anvendes
herefter sammen med modellen i
den videre analyse til at opna et
numerisk estimat pd den gnskede
stgrrelse.
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Navnet refererer til "the Monte Carlo
Casino” p& grund af metodens analogi til
roulettens "stikproveudtagning”



Hvorfor er bestemmelse af

usikkerheden vigtig?

EnergyFlexHouse - kogepeak

Andre eksempler: Laeekage i vandrar?

Er tidsforskydning signifikant?

Er ind/ud flow signifikant forskellige?
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Usikkerhedsberegning

= En mélestgrrelse, Y, kan sjeeldent

bestemmes direkte

= Men bestemmes ofte indirekte ud fra en
raekke maélinger beskrevet ved X;

= Modelligning, f, beskriver hvordan den
relevante malestgrrelse afhaenger af

malingerne

= x; 09 x, er estimater pd hhv. X; og X,

. ugx_l) og u(x,) er standardusikkerheden
pa inputestimaterne

= yeretestimatet pd Y, dvs.

maleresultatet med en tilhgrende
standardusikkerhed u(y)

xy, u(ry) —

xa, u(r2) ——y — f(X)

x3, u(rsy) —>

— ¥, u(y)

GUM — metode til beregning af usikkerhed (law

of propagation)
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Veegt med 1g oplgsning

Eksempel, bestemmelse af lod-masse ved
vejning kan fx beskrives sdledes:
= M=A+R
M: Massen af loddet der skal bestemmes
A: Aflgest masseforskel
R: Referenceloddets masse

Estimat pd A fds ved vejning:

= a=10g
1
= u(a)=5£~029g

Et estimat pa R fas fra kalibreringscertifikat
= r=10001g

= u(r) =%= 0.15¢g

Maleresultatet (estimat pa M):
* m=a+r=11001g
= u(m) = \/u(r)z +u(a)? =033¢g




Usikkerhedsberegning vha.
Monte Carlo-metoden

=  Monte Carlo metoden er en computerimplementeret
algoritme der beror pa gentagen tilfeeldig
stikprgveudtagning (random sampling) til at beregne
resultatet

= Alts3, generering af stokastiske (random) veerdier, i stedet
for analytiske beregninger

=  MCM til beregning af usikkerhed bliver mere og mere
udbredt? (egentlig opfundet i 1940’erne men farst rigtig
anvendeligt siden sidst I 80’erne)

=  GUM og MCM er begge approximative metoder

=  Dog er MCM er mere valid end GUM (under bestemte
forudsezetninger), hvilket retfaerdigggr anvendelse til
validering

. Kombinering af sandsynlighedsfordelinger er generelt
meget vanskeligt, dette er muligt med MCM (til en vilkarlig
ngjagtighed afhaengig af sampling-stgrrelse)

. hermed propageres mere end blot et “statisisk
sammendrag” (ophobningsloven som beskrevet I GUM)

. MCM er et veerdifuldt alternativ til GUM nar
. Modelligningen er ikke-linezer i inputvariablene

. Mélestgrrelsens sandsynlighedsfordeling afviger fra en
normalfordeling (eller en t-fordeling)

a1, u(ry) —s

w3, u(ry) —n
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w2, u(r2) ——Y = f(X)F— ¥ u(y)

Deterministisk model (GUM): et scet
input parametre projekteres direkte
over pa et saet output variable:

(j\\(&l)
R e

Jx,(&2) gy (1)

SN

Gx,(E3)

Propagering af fordelinger (MCM):
modéellens egenskaber bestemmes
uden statistisk bias

1JCGM (2008). JCGM 100:2008 - Evaluation of measurement data — Guide to the expression of uncertainty in measurement.
2JCGM (2008). JCGM 101.:2008 Evaluation of measurement data — Propagation of distributions using a Monte Carlo method.



Eksempel: estimering af = vha.
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Monte Carl tode
=  Fremgangsmdde og antagelser:
e . Acirkel Neirkel
= Kast en hdndfuld riskorn ind i kvadratet til hgjre 4——— — 1 4 ~
= Sandsynligheden for at ramme et givent areal er A Ayvadrat Ntotal
propertionalt til stgrrelsen af dette areal. X 2
= Teel antallet af riskorn inden for kvadratet, og noter
hvor mange af disse der ogsa er inden for
cirklensradius.
R
1. Opstil model: y
© Y2P=X7+X] \
. X, 0g X, er uniform fordelte med samme bredde (xl’ xz)
(R) og middelvaerdi
2. Udtag stikprgve:
. Brug en computer til at udtage N stikprgver fra
en bivariat uniform fordeling -
X 1

3. Analyser udfaldet:
. Undersgg modellens fordeling (Y < R)

s 4ndmel = 40— 4 (7 = 3.14159)

Ntotal



Eksempel: estimering af =

Sampling, N=10
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Eksempel: estimering af =
Sampling, N=100

(m = 3.14159)
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(r = 3.14159)




Eksempel: estimering af =
Sampling, N=1000
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=4-——=3.08 (r = 3.14159)
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Eksempel: estimering af =

Sampling, N=10’
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N .; 7853864
4.NCL1<61: g7 = 3-14154 | (7 =3.14159)
total
?}{1EI5
| -
2146136




Eksempel: estimering af =
Konklusion

= Generelt for MCM kan man
sige at:

= Resultatets kvalitet gges med
antallet af samples

= Antal stikprgver Nyt — o
= S3 er resultatet eksakt

= Man far et ngjagtigt billede af
maleresultatets (modellens)
fordeling

1L
1L

Skitsering af modellens
sandsynglighedsfordeling

-/\
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Antal stikprgver | Fejli %

10t -11

102 8.2
500 -1.5
103 -0.43
10*  -0.089
10°  -0.041
106 0.0042
107 -0.0020

Antallet af stikprover vs. fejl i
resultatet (beregning af )



MCM til usikkerhedsberegning
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median
Middelvaerdi (mean) Typetal (m;)de)
= Monte Carlo-metode (—) 97,5 % percentl
= Middelveerdi, median og typetal beregnes ’ / /
= Konfidensinterval beregnes (95 %) \
2.5 % percentil \ ¢
t Hvad betyder dette?
Usikkerhedsfordelingen til hgjre giver \
sandsynligheden for at finde et riskorn i et

kvadrat i en given afstand fra centrum.

= Eksempel: sandsyndligheden for at finde et
riskorn i det angivne beelte kan afleeses pa
histogrammet til hgjre

= Histogrammets sgjlebredde er angivet som dr

V2R

R dr

I : I P>y
0 r R RV2

Histogram angiver sandsynligheden for at finde et
riskorn i et kvadrat i en given afstand fra centrum




GUM til usikkerhedsberegning
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median
Middelvaerdi (mean) Typetal (m;)de)
GUM-metoden (----) 97,5 % percentil
= Modelligning: Y = \/X? + X2 / [

/

af \2
© w20 = 3 (5F) ulx)?
= De partielle afledte giver:

XZ
fuA(Y) = e u()? +

= [ dette tilfeelde gaelder:
Xy = X, 0g u(X,) = u(X,) =

= Ekspanderet usikkerhed kan beregnes
som:

R
U=k-u(Y)=2-u(X))=2-—=115-R
c(Y) (X,) N

2.5 % percentil

2
X3
X24+x2

U(Xz)z

''''''''

= —————————

Sammenligning GUM vs. MCM:
= UMCM =1.27-R I I I

1
L
1

Ls.
= Dvs. GUM underestimerer ! I ' =Y
"usikkerheden” 0 r R RV2
= GUM angiver en sa ndsyn"g hed for Histogram angiver sandsynligheden for at finde et

Y <0 riskorn i et kvadrat i en given afstand fra centrum



Hvorfor er der forskel p4 GUM og

MCM metoden?

E(Y) = E(f[X1, X2]D) # fIE(X1), E(X2)]
= Modelligningen evalueret i
inputvariablernes middelvaerdi er generelt
forskellig fra modelligningens middelveerdi

af \?
w2@) = 2L, (5F) ux)?
= Linearisering af f

= Beregning af aendringen i y nar
inputestimatet x; sendrer sig med u(x;)

Hvis modelligningen er simpel dvs.
inputvariablene:

= Er nogenlunde ukorrelerede

= Indgér linezert i modellen (f)

Og hvis mdlestgrrelsen Y er nogenlunde
normalfordelt (den centrale
graenseveerdisaetning)

Sa giver GUM-metoden ofte et
tilstreekkelig godt estimat pd usikkerheden
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Y

Skitseret eksempel pd en ikke lineaer modelfunktion og
dennes afvigelse fra GUM-lineariseringen (angivet med
read pil)



GUM vs. MCM
Volumen, 100 kg vejetank
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Estimering af volumen af en nominel

vandmaengdeé%§03((): kg, ved eg 100

temperatur °C afvejet pa en

kg v%jecellep P Y = f(X1, X2, X3, X4, .., X155 C1, Gy, G5, ..., C39)

Model-ligning bestdr af 30 konstanter

og 15 input variable, o%inddrager bl.a.

k(f)rrektioner og usikkerheder forarsaget

af:
= Omgivelsernes temperatur, luftfugtighed

0og barometerstand

= Drift og kalibreringsusikkerhed pd
referencelodder

= Vandets temperatur

= Veegtens aflaesningsusikkerhed,
gentagelsesusikkerhed, linearitet,
temperaturkoefficient, langtidsstabilitet

= Luftfigtighed i vejetank
Beregning af usikkerhed:
= G4 i krig med matematikken (GUM)

= Anvende beregnings-software
=  GUM Workbench
= Excel

= Eller, anvend Monte Carlo-metode

— & ~

Vejetank til afvejning af op til 100 kg
anvendes ifm. flowmaling

vand



GUM vs. MCM
Volumen, 30 kg vejecelle

= MCM parametre

= 106 samples (N = 10°) per 7 210 ~ o
inputvariabel : i
= Alle inputvariable er samplet udfra i !

de relevante fordelinger B | TN I .

n MCM (m3) al i ;—' Y i |
= Y =0.0309571 i i

= ¢ =5.5510% al i i |
= GUM (md) i i

“ Y= 0.0309575 T | | 1
" 0 =6.5910° | ;

2+ I i 1

= Konklusion 1 ] :
=  GUM er 19% mere konservativ end A ?

MCM mht den beregede usikkerhed - | e

= Iht. JCGM 101:2008 kan GUF- (/0305 0.0309 0.0309 00309 0.031 0031 0031 0031 0031 003
metoden altsd ikke valideres

= Pga. modellens ulinearitet samt
den statiske usikkerhed ifm. MCM
er estimatet pd Y en smule
forskellig for de 2 metoder,
forskellen er dog ikke signifikant



Dynamisk Monte Carlo-metode

NI LabVIEW implementering (eksempel)
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=  Monte Carlo-metode implementeret
som et saet funktioner i et LabVIEW
bibliotek, metoden kan dermed
anvendes:
= Direkte i dataopsamlings-softwaren

= Til en visualisering af malestgrrelsens
fordeling mens man maler

= Til estimering af mélestgrrelse og
tilhgrende usikkerhed mens man maler

= Eksempel: méling af temperatur med
en type K thermocouple

u(T,) = 2.2 °C

(simuleres)

w(T,) =7 °C

(WEIES)

Thermocouple Extension Instrument
+ Wires
< ' i
i -
Measuring Connection Reference
Junction Head Junction

Usikkerhed pa aflaesning (bestemmes
eksperimentelt)

Usikkerhed pga. udsving i
materialesammenszetning (simuleres)
- angives i datablad som tolerancen

Modelligning:
= T=T,+T;

Forsimplet skitsering af de forskellige komponenter der udgor
et thermocouple mélesystem

Usikkerheden beregnes iht. GUM sdledes:

u(T) = Ju(T)? + w(T)? = |u(T,)? + (2'2 °C>2 =7
a t a \/§




Beregning af usikkerhed pd

regressions-parametre

Lineaer regression (fx polynomie-
regression) bygger pa et velbeskrevet
statistisk fundament
= Estimat pa regressionsparametre og
deres usikkerheder kan bestemmes

analytisk og er alle sammen
veldefinerede stgrrelser

Ikke-linezer regression udfgres vha.
iterativ algoritme

= Dvs. der eksisterer ikke en “traditionel”
modelligning som beskriver
malestgrrelsen (Y = f(X1, X5, ..., X))

= GUM kan dermed ikke anvendes her
= Men det kan Monte Carlo-metoden ©
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y =ag+ ax + ax® + -+ ax"

Polynomisk regressionsmodel (linezer)

— —-aix+a
y = a,(1 — e”%1¥742)
Exponentiel regressionsmodel (ikke linecer)

N

Ox, (é%)

Modelligningen bestemmer hvordan
Inputfordelingerne propagerer og tilsammen
danner den resulterende sandsynlighedsfordeling.




Dynamisk flow —
Deming regression m

= Implementeret i praksis for at validere
estimaterne pa regressionsusikkerheden
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ifm. en s&kaldt Deming-regression ?
. Anvende_li i (fjlataopiamlin%slf_cl)fltw?_ﬁn pd 1 _—
vores mikroflow setup ned ti
p PredtiLy T

! Q=—=i—’f%(ﬂow) v )i

dt

= Dvs 2 regressionsparametre med tilhgrende
usikkerhed (haeldning og offset)

Mindste kvadraters metode: bedste rette linie

= Usikkerhed pa bestemmelse af masse, tid, som kun tager hajde for usikkerhed i m

og densitet m
= MCM fremgangsmade

= Maledata opsamles )i

= Hver méling af masse og tid behandles
som en inputparameter X; med en *
tilhgrende sandsynlighedsfordeling <>

= Der udtages stikprgver fra alle X;, og for
hver stikprgve udfgres regressionen. o

= Regressionen giver to output variable Y; og
Y, som beSkI’IVG_I’ haeldnlng og of_fset og Deming regression. bedste rette linie som
fordelingen af disse beskriver usikkerheden tager hajde for usikkerhed i bdde m og ¢

pd disse estimater



Dynamisk flow —
Deming regression

Regressionsanalyse laves mens der
males

Dvs. flow og tilhgrende usikkerhed
beregnes dynamisk

Giver fordele ift. vurdering af
systemets stabilitet

Sjeeldent ngdvendigt at gentage de
tidskreevende malinger, da
datakvaliteten evalueres dynamisk.
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912 = Mass
9 //
8 -~
2 8 /
w75
g5 —
6,5 //
6
5,5
5 ; . . . .
0 200 400 600 800 1000
time [s]
15,08 - e Flow (Deming) mL/h 21,35
15,06 -  ==U(Flow) (Deming) ppm - 21,3
15,04 21,25 _
£ 15,02 - V‘v 21,2 E
T 15 21,15 &
%'14,98 21,1 g
2 14,96 Y 21,05 &£
14,94 v k| 210 °
14,92 20,95
14,9 . . . . 20,9
0 200 400 600 800 1000

time [s]



Konklusion
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= MCM er mere retvisende end
"traditionelle” metoder R

Uily) (mm)

v Anvendes til validering af
usikkerhedsberegninger

v" Er forholdsvis ligetil at ; N
i m p I e m e nte re Combined Standard Uncertainty u_(y) 0.082

‘/ De anvendte Stat|st|kfunkt|oner er Expanded Uncertainty (k=2, 95% confidence) U 0.165
efterhdnden indbygget i det meste
software (fx ogsad Excel)

© = MCM kan anvendes pa alle systemer
o -@® © = Dvs usikkerheder kan beregnes hvor
© | @Q © den "traditionelle” tilgang ikke er
o | o ® mulig
©-@© 0 @ e = Og hvor der ikke eksisterer en egentlig
"/ e @ © modelligning, fx sensornetveerk

© i
" O © © o ® (analyse af smart meter data)

@ Routing Node

@ © sSensor




